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В ВИДЕ СВЕРТКИ 
нтегральные рациональные опера-
торы, построенные В.Н. Русаком ([1; 
2]), нашли широкое применение в 
теории рациональной аппроксимации ([3–5]). 
С их помощью были получены новые классы 
функций, на которых рациональная аппрок-
симация существенно выгоднее полино-
миальной, и найдены точные порядки наи-
лучших рациональных приближений. Анало-
гичные операторы сумматорного типа на 
прямой были построены Е.А. Ровбой [6], на 
окружности – В.Н. Русаком и Т.С. Мардвил-
ко [7]. В настоящей работе сумматорные 
рациональные операторы типа Валле Пус-
сена, построенные в [7], используются для 
аппроксимации функций, представимых в 
виде свертки ядра Вейля с функциями 
ограниченной вариации. 
 
1. Сумматорные рациональные опера-
торы типа Валле Пуссена и их свойства. 
Пусть      1 ,0 1nk kk  – заданная последо-
вательность комплексных чисел, кроме того, 
еще n  чисел взяты равными нулю. Через 
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обозначим произведение Бляшке по этой 
системе параметров. Уравнение   3( ) 1 0n z  
имеет 6n различных корней  jiujz e ,  1,6j n , 
расположенных на единичной окружности. 
Эти корни будем рассматривать в качестве 
узлов интерполирования. 
Определим сумматорный рациональный 
оператор типа Валле Пуссена равенством 

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       
  (1.2) 
Как доказано в работе [7], операторы типа 
Валле Пуссена точны на константах, 
ограничены (
 24 1 3n CV ), интерполируют 
приближаемую функцию в узлах ju . Выбор в 
настоящей работе дополнительных пара-
метров, равных нулю, повлиял на функцию, 
являющуюся значением оператора (1.1), а 
также на точность операторов на рациональ-
ных функциях специального вида. Именно 
оператор (1.1) действует в пространстве 2C  
непрерывных 2 -периодических функций и 
каждую функцию   2( )u C  отображает в ра-
циональную функцию, являющуюся отноше-
нием тригонометрических многочленов сте-
пени не выше 4 1n  и 2n . Также оператор 
(1.1) точен на рациональных функциях вида 
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где 4 ( )np z  – алгебраический многочлен сте-
пени не выше 4n , а следовательно, и на 
тригонометрических многочленах степени не 
выше n . 
 
2. Класс функций с обобщенной произ-
водной ограниченной вариации. Рассмот-
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функции ( )h  с ядром 
 
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Если   r , то функцию ( )h  принято назы-
вать производной порядка r  по отношению к 
( )f x . При различных предположениях относи-
тельно ( )h  для функций (2.1) были найдены 
точные оценки наилучших полиномиальных и 
рациональных приближений ([3; 5; 8–10]). 
Пусть ( )h  – функция ограниченной вариа-
ции на отрезке      [0,2 ], Var ,[0,2 ] 1h . Че-
рез ,2rW V  обозначим класс функций, опре-
деленных формулой (2.1), через ,2 0rW V  – класс 
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  (2.3) 




       1( ) cos , 0,2rr k
rD k k r  
соответствующие классы называем 2rW V  и 
2 0
rW V . Будем рассматривать также при поло-
жительных r  и любых   ядра (2.2), называя 
их ядрами Вейля в широком смысле. 
Точный порядок наилучших рациональ-





rW V  и 2 0rW V  был найден В.Н. Русаком в 
работе [3]. 
Как известно из [3], функция  ( )rD  анали-
тически продолжима с отрезка [0,2 ]  во всю 
полосу      | 0 Re 2z z , за исключением, 
может быть, точек  0z  и  2z . Поэтому 
 , ( )r nD  – остаток ряда Фурье ядра  ( )rD , 
  

     , 1( ) ( ) cos 2rr n r kD z D z k kz  
также является аналитической в полосе   
функцией. 
Через  ( )j jC C r  будем обозначать поло-
жительные константы, которые могут зависеть 
только от r . Константы, скрывающиеся далее 
за символом О, также зависят лишь от r . 
 
Лемма 2.1. [3] При  0r  и любом 












Лемма 2.2. [3] При  0 1r  и действи-
тельных ,t  справедливо неравенство 
        1 11, 1, 2( ) ( ) sin / 2 .rr n r nD t D C t  
Через rK  в дальнейшем обозначаем один 
из классов ,2rW V , ,2 0rW V , 2rW V , 2 0rW V . 
 
3. Леммы о выборе полюсов. Далее 
речь пойдет о приближении функций класса 
rK  операторами (1.1). Опишем выбор полю-
сов операторов, при которых будет происхо-
дить оценка уклонения. 
Рассмотрим сначала случай  0 1r . Для 
данного натурального n  возьмем натураль-
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Последовательность  2n nb  равномерно 






b b  Не 
ограничивая общность, в дальнейшем будем 
считать, что  3lnn b n , а функция  h  
непрерывна слева. 
Сделаем разбиение отрезка  0,2  точка-
ми   1 1, 1, 1k k m , которые будем называть 
точками разбиения первого ранга, 
1 1 1
1 2 10 ... 2 ,m                       1 1 11 1max : 2 , ,k k k  
        1 1 1 1Var , , .k kh x  
(3.1)
Пусть построено  1 разбиение. Расши-
ряем его до  -го разбиения добавлением 
новых точек деления так, что 

  
        1 2 10 ... 2 ,m  
               1 max : 2 , , Vk k k
          1Var , , .k kh x  
(3.2)
Точки  -го разбиения называем точками 
разбиения  -го ранга. Будем вводить новые 
разбиения, пока число ln n  больше едини-
цы, то есть последним будет  -е разбиение. 
В дальнейшем через   обозначаем чис-
ло, равное     ( ) exp( 1/ )N N . На каждом 
радиальном луче        arg , 2, , 0,l l m  
разместим по        2 22 , 39ln / 1N N n r  
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   (3.3) 
Также разместим по 
       2 21 15 1 ln / 1N r n r  
параметров k  на каждом радиальном луче 
   1 1arg , 0,l l m  в точках     1 11 0,5 , 1, .lik e k N   (3.4) Приведем без доказательства ряд лемм, 
которые понадобятся в дальнейшем при 
оценке уклонения. 
 
Лемма 3.1. Пусть параметры    1 ,Nk k N 
 25N  расположены на радиальном луче по 
правилу      (1 ) ,0 1k ik h e h . Тогда при 
      2 sin / 2Nh u h  верна оценка 









Лемма 3.2. Если  ,2 0( ) rf u W V  и  0 1r , 
то имеет место оценка 
       24 1( , ) ( ) ( ) .
r
n nV u f f u O u
 
 
Лемма 3.3. Пусть на отрезке  ,a b  нахо-
дится n  точек разбиения последнего ран-
га, функция  ( )n  на  ,a b  удовлетворяет 
неравенству      ( ) / sin / 2 ,n nA u  1nA , 
точка u  не принадлежит отрезку  ,a b , 
и         ( ) min sin / 2 , sin / 2d u u a u b . 
Тогда 
  






Лемма 3.4. Пусть k  и  1k  – соседние 
точки  -го ранга,     1k kh  при    2  
или  1/ 2h  при   1, 
      1( ) min sin / 2 , sin / 2 2 Nk kd u u u h       , 
 функция  ( )n w  такая, что    Im( ) /n w rn w O e n  
и функция    ( ) / sin / 2n w u w  аналитична 
в полосе      1Rek kw  за исключением, 
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4. Оценки уклонений рациональных 
операторов в равномерной метрике 
Теорема 4.1. Если функция ( ) rf u K , то 
при подходящем выборе параметров    1nk k  
справедлива оценка 
 
     4 1 1
1( , ) ( ) .n rV u f f u O n  Доказательство. Очевидно, достаточно 





rW V  и ,2 0rW V . Начнем со случая 

 ,2 0( ) rf u W V ,  0 1r . На основании (1.1), 
(2.1), точности оператора 4 1nV  на константах 
и тригонометрических многочленах запишем 
его уклонение от функции ( )f u  в форме 
    
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         
  
   11, ( ) : .r n j jD u h d l u S S         
Обозначим через   ,kM s  множество 
значений индекса s , для которых концевые 
точки отрезков  -го ранга принадлежат k -му 
отрезку   1-го ранга. Тогда сумму S  можно 
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 Оценим сначала сумму    1 , 2,S . Для 
точки u , в которой производится оценка 
уклонения, определим окрестность 
 
      
: 0 2 , sin
2
u xu x x


         
4
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 состоящую из одного или двух отрезков. 
Пусть      1 2 3S S S S , где 1S  берется по от-
резкам  1-го ранга, полностью принадле-
жащим   u , 3S  – по отрезкам, не имеющим 
общих точек с   u . Принимая во внимание 
лемму 2.2, условие (3.2) и ограниченность 
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Для оценки 3S  будем использовать (3.2), 
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На оценке 2S  останавливаться не будем, 
лишь укажем, как она может быть получена. 
Аналогично 1S  оценивается та часть суммы 

2S , которая берется по отрезкам  -го ранга, 
полностью принадлежащим   u , аналогич-
но 3S  – часть 2S , берущаяся по отрезкам 
-го ранга, не имеющим общих точек с   u . 
Сумма по остальным отрезкам оценивается с 




















  (4.4) 
Для суммы 0S  имеем неравенство 
 



























CS dh l u
u n
b nC l u O
u n n
 (4.5) 
Если для некоторой точки первого ранга 
       2 112sin / 2 rrku n , то, согласно лем-





























В противном случае, с учетом (3.1), (3.4), 
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       11, ( )r n j jD u l u dh  
 
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 На основании соотношений (4.4–4.7) окон-















                 1 1 12 1
1 1 1 1 .
lnr r r
S O O O
n n n n  Аналогичным образом можно показать, 
что для суммы S  справедлива такая же 
оценка. Общее количество параметров, 
затраченное на получение оценки уклонения 
(без учета тех n  параметров, которые равны 
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Все остальные n m  параметров можно 
взять равными нулю. 
Таким образом, для случая  ,2 0( ) rf u W V , 
 0 1r  теорема доказана. Если  1r , то об-
щая схема оценки уклонения остается такой 
же, но в деталях доказательство несколько 
упрощается благодаря большей гладкости 
функции. Для  ,2( ) rf u W V  доказательство 
также проводить не будем, лишь укажем, что 
для получения необходимой оценки уклонения 
в правой части (2.1) нужно произвести интегри-
рование по частям и воспользоваться уже 
полученным для  ,2 0( ) rf u W V  результатом. 
В заключение отметим, что усеченные 
сумматорные рациональные операторы типа 
Валле Пуссена использовались В.Н. Русаком 
и И.В. Рыбаченко в работе [11] для прибли-
жения на отрезке функций, имеющих дроб-
ную производную в смысле Римана-Лиувиля 
ограниченной вариации. Однако при указан-
ном расположении полюсов было получено 
уклонение порядка 2 1ln / rn n , что множите-
лем 2ln n  отличается от порядка наилучшего 
рационального приближения. 
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SUMMARY 
Rational approximation of functions with frac-
tional derivative in Weyl sense of bounded variation 
is researched. It is proved that summational rational 
operators of Vallee Poussin type on the specified 
class of functions implement an approximation of the 
same order as the best rational approximation. The 
choice of poles of operators at which the best order 
of deviation from approached function is reached is 
specified. 
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